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3.2. Bijection

Définition 5.

f est bijective si elle injective et surjective. Cela équivaut à : pour tout y ∈ F il existe un unique x ∈ E

tel que y = f (x ). Autrement dit :

∀y ∈ F ∃!x ∈ E   y = f (x )

L’existence du x vient de la surjectivité et l’unicité de l’injectivité. Autrement dit, tout élément de F a un unique antécédent par f .
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Proposition 1.

Soit E, F des ensembles et f : E → F une application.

1. L’application f est bijective si et seulement si il existe une application g : F → E telle que f ◦ g = id F et

g ◦ f = id . E

2. Si f est bijective alors l’application g est unique et elle aussi est bijective. L’application g s’appelle la

bijection réciproque                  −1            −1−1 de f et est notée f . De plus f = f .

Remarque.

• f ◦ g = id se reformule ainsi F

∀ y ∈ F   f g ( y ) = y.

• Alors que g ◦ f = id s’écrit : E

∀          x ∈ E g f ( x ) = x .

• Par exemple f : R →]0, +∞[ définie par f (x ) = exp( x ) est bijective, sa bijection réciproque est

g :]0, +∞[→ R définie par g( y ) = ln( y ). Nous avons bien exp ln( y ) = y , pour tout y ∈]0, +∞[ et

ln exp(x ) = x , pour tout x ∈ R.

Démonstration.

1. • Sens ⇒. Supposons f bijective. Nous allons construire une application g : F → E. Comme f est

surjective alors pour chaque y ∈ F , il existe un x ∈ E tel que y = f (x ) et on pose g( y) = x . On a f g ( y ) = f (x ) = y, ceci pour tout y ∈ F et donc f ◦ g = id . On compose à droite avec f F donc f ◦ g ◦ f = id F ◦f . Alors pour tout x ∈ E on a f g ◦ f (x ) = f (x ) or f est injective et donc g ◦ f (x ) = x . Ainsi g ◦ f = id . Bilan : f           et E ◦ g = id g F ◦ f = id . E

• Sens ⇐. Supposons que g existe et montrons que f est bijective.

—  f  est surjective : en effet soit  y  ∈  F  alors on note  x  =  g  (  y  )  ∈  E  ; on a bien :  f  (  x  ) =  f g  (  y  )  =

f ◦ g ( y ) = id   y     y , donc f est bien surjective. F ( ) =

—             ′ f est injective : soient x , x ∈ E tels que f ( x ) =    ′ f ( x). On compose par g (à gauche) alors

g               ′                                      ′                       ′ ◦ f ( x ) = g ◦ f ( x ) donc id id E ( x ) = E ( x ) donc x = x ; f est bien injective.

2. • Si f est bijective alors g est aussi bijective car g ◦ f = id et f   g    id et on applique ce que l’on E ◦ = F

vient de démontrer avec                         −1 g à la place de f . Ainsi g = f .


